Réseaux de Petri

1. Définitions et Fonctionnement



Définition algébrique

RdP R=<P, T ; Pre, Post>
P Ensemble fini1 de Places
« T Ensemble fin1 de Transitions
e Pre:PxT—>N Incidence avant
 Post: PxT — N incidence arriere

RdP marqué R(M)=<P, T ; Pre, Post, M >
e M:P >N marquage



Graphe associé
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Franchissabilité

* Une transition t € T est franchissable pour un
marquage M ssi

VpeP M(p) = Pre (p,t)

=7 chaque place p entrée de t doit étre marquée d’une
valeur supérieure a la valeur de 'arc p —> t

| =la relation est trivialement vraie pour toute place p non
entrée de t (Pre (p,t) =0)

* Notation M(t>



Franchissement

e Une transition t € T est franchie pour un marquage M,
donnant un marquage M’ ssi

M(t> test franchissable pour M
V peP M’(p) = M(p) - Pre (p,t) + Post (p,t)

[="le franchissement de t

— retire de chaque place p entrée de t un nombre de jetons €gal a la
valeur de Parcp —> t

— ajoute a chaque place p sortie de t un nombre de jetons égal a la
valeur de I’arc t > p

* Notation M((t>M’



Exemple 1 : Communication




Exemple 1 : Communication




Exemple 1 : Communication




Exemple 1 : Communication

transitions paralleles

et ceetera ...



Exemple 2 : Partage conflictuel

conflit effectif




Exemple 2 : Partage conflictuel




Exemple 2 : Partage conflictuel

cofnflit structure
pas de conflit effectiN
pas de parallélisme”

parallélisme



Exemple 2 : Partage conflictuel




Exemple 3 : Partage sans
conflit

P

conflit structurel
parallélisme
pas de conflit effectif




Exemple 3 : Partage sans
conflit




Exemple 3 : Partage sans
conflit

et ceetera ...



Réseaux de Petri

2. Algebre lineaire



Sequence de franchissements

* S =1, ty,...t;; € T est une séquence de
franchissements pour un marquage M, donnant
M, noté M, (s> M, ssi

Définition récursive
* s=A (motvide) et M, =M,
cs=sts’eT*teT My(s>M,, et M, (t> M,
Définition iterative
* M, (t> M, (> M, ... M, (> M,



Sequence de franchissements

* Relations entre marquages

S = t;, tip,- - .tjq franchissable pour M, = Vp € P

M,(p) = Mo(p) Pre(p.t;;) + Post(p,t;))
M,(p) = M,(p) - Pre(p.t;,) + Post(p,t;,)

Mq(p) - Mq-l(p) . Pre(patiq) + POSt(patiq)
en appelant o; le nombre d’occurrences de t; dans s

M (p) = My(p) + D oi(Post(p,t) — Pre(p.t,)

i=1




Représentation matricielle
e <P, T;Pre, Postt M >

P|=n
T|=m

Post:PxT —> N par des matrices

Pre:PxT >N } peuvent étre représentées

M:P—>N peut étre representé par un vecteur
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Représentation matricielle

o=z O
_— O O OO N O OO M




Représentation matricielle

* Réseau pur

VpeP VteT Pre(p.t) x Post (p,t)=0

= aucune place ne peut étre entrée et sortie d’une transition

="l indépendance de 1’ajout et du retrait de jetons lors des
franchissements



Représentation matricielle

« Matrice d’incidence ou de connexion
C (pat) = Post (pat) - Pre (pat)

=] pour un réseau pur, la matrice C permet de construire
de fagon unique les matrices Post et Pre

Pre (pat) — Mmax (09 - C(pat) )
Post (p,t) = max (0, C(p,t) )
="Tun réseau de Petri pur est totalement défini par C
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Equation fondamentale

VMe[M,] VseT*telleque M, (s> M

o = hombre d'occurrences de ttdanss —

vpe P M(p) = My(p) + ZC (p.t) e o,

o= (04, 05,... G,)  peut étre représente par un vecteur
appelé vecteur caracteéristique de s

M =M,+ Ce o

est appelée equation fondamentale




Semi flots de transitions

* Séquence répétitive
s repétitive pour M ssi M (s> M
=" les marquages initial et final de s sont identiques
G vecteur caractéristique de s
M=M+Co — Co=0

Toute séquence repétitive s a son vecteur caractéristique
solutionde Cc =0



Semi flots de transitions

« La réciproque est fausse : toute solution de C ¢
= (0 n’est pas le vecteur caractéristique d’une
sequence répétitive

>4 1l faut que Vi o, € N
> 1l faut que s soit franchissable pour M

* Les solutions de C ¢ =0 pour o, € N sont
appelées des semi flots de transitions

> les flots (plus difficiles a interpréter) sont les solutions
de Co=0pourc, € Z



Semi flots de transitions

« L’¢quation C 6 =0 pour c; € N est une équation
linéaire homogeéne en nombres entiers

— hormis la solution triviale sans intérét o = 0 toute combinaison
linéaire de solutions est aussi une solution

— une famille génératrice {c, ¢°, ¢’’, ...}est un ensemble de
solutions tel que toute solution peut s’exprimer comme une
combinaison linéaire de cette famille

— une plus petite famille génératrice ppfg est une famille de cardinal
minimal

— 1l est donc nécessaire et suffisant de trouver une ppfg

(=] Analogie avec une base en algébre linéaire



Semi flots de transitions

Carl Friedrich Gauss

oy e . . o0 (1777-1855)
o Utilisation des semi flots de transitions :

— on calcule une base de solutions de C o = 0 pour
c, e N
=7 les méthodes de résolution sont inspirées de 1’algebre

eﬂ'
L, : : |
linéaire, de la programmation en nombres entiers et des i

meéthodes d’élimination de Gauss et Farkas T EY
(1847-1930)

— on recherche dans ces solutions les sequences
répétitives s pour un marquage M (en genéral
M,), dont les vecteurs caractéristiques sont les
solutions trouvées



Semi flots de places

* On définit une application ¢ : P > N exprimant ’idée
de « poids » d’un jeton dans une place

* On peut exprimer I’idée de « conservation » de jetons
ainsi pondérés, par ’invariance du produit scalaire
¢.M=0.M, VM € [M]



Semi flots de places

* Calcul des valeurs de ¢ :
VMe[M,] VseT* M,>M

G vecteur caractéristique de s

M =M,+ Ce o

o. M=o. My op.C=0

=] pour qu’'une pondération ¢ permette une
conservation pondérée de tout marquage accessible M
Il faut et il suffit que ¢ soit solutiondansNde ¢ .C =0



Semi flots de places

* Les solutions de ¢ C =0 pour ¢, € N sont
appelées des semi flots de places
=" les flots (plus difficiles a interpréter) sont les solutions
de  C =0 pour ¢, € Z
 Comme pour les semi flots de transitions,
I’équation ¢ C = 0 pour ¢, € N est une équation
linéaire homogéne en nombres entiers

= Il est donc nécessaire et suffisant de trouver une plus
ppfm de solutions



Semi flots de places

e Invariants

— les quantités ¢ M = @ M,, pour ¢, € N sont appelés des
Invariants

* Supports
— un support de @, noté ||¢||={pe P| o (p)>0}

e Couvertures

— les solutions strictement positives ¢ telles que V p € P
¢@(p) > 0 sont appelées des couvertures



Semi flots de places

e Théoréme

— Un réseau de Petr1 admettant une couverture ¢ est
structurellement borné

* Preuve

¢ Couverture

= VM e [M)] oM =0.M,

et VpeP o(p)>0

= VpeP o) M) <o.M,
= VpeP M) =(o-My)/ o(p)






